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論文内容要旨
 〔序文〕数学g多くの分野において,研究対象の構造奮より簡単な扱い易い対象を用いて表現
 し把握しようとする構造理論が主要な課題となる。フォン・ノイマン代数の理論においては,今
 日の碍究の基礎を作り上げたvonNe“mannの因子(∫actor)についてのくわしい研究以来,
 フオγ・ノイマン代数の研究を因子の場合に帰着することが問題として残されて来た。すなわち,
 フォン・ノイマン代数の還元論が一つの課題となる。最近,因子の構造に関する結果が多く見ら
 れることから,フォン・ノイマン代数の還元論の研究を進めることが構造理論の研究に重要な役
 割を占めるであろう。
 フォン・ノイマン代数の還元論の研究は1949年vonNeumannによって可分なヒルベル
 ト空間の薩積分分解(d廿ectintegra生decompos圭t沁n)を構成することによって,中心
 (center)と可算個の族から生成されるフオγ・ノイマン代数の直積分分解が与えられた。そ
 れ以来,多くの研究者によって還元論が硯究されて来たが,知る限りにおいては,可分の条件が
 動かし難い条件となって,多くの発展をもたらしていない。以上の点から,可分の条件なしでフ
 オソ・ノイマノ代数の還元論の研究を進めることが必要となる。この研究を進めるにあたって,
 Ge賛andとDix孤絶rによる可換なフオγ・ノイマン代数の二つの表現に注目する。194i
 年Gel{andは可換なC*一代数Zはあるコンパクト空聞Ω上の連続関数全体からなるC*一代数
 C⑨と*一同型であることを示した。特に,イがフォン・ノイマγ代数のときにはΩは超ストー
 ン空間となる。一方,1951年Di灘慮erは可換なフォン・ノイマγ代数オはある測度空間
 (Ω。,μ)上の殆んどすべての点で有界な関数全体の作るフォン・ノイマン代数卿(Ω。,μ)
 と*一同型であることを示した。この論文では可換の場合の前述の二つの表現を非可換の場合に
 適用することによってフォン・ノイマン代数の還元論を考察する。Gelfandによる表現の適用
 によるものを連続還元論(contln君ousreductiontheory)いい,Dlxm量erによる表現
 の適用によるものを積分分解(integraldecomposit沁n)又はL蒐型の還元論と呼ぶ。
 積分分解に関しては前にも述べたように,vonNeumanpの直積分分解がある。さらに,ig64
 年箋はこの還元論をフォン・ノイマン代数のテンソル積に癒用して次の結果を示した。可分なヒ
 ルベルト空聞上の有界作用素からなるフォン・ノイマン代数製と可換なフォン・ノイマン代数イ
 =LOO(Ω。,μ)のテンソル積婁⑭オはΩ。上の殆んどすべての点で有界かつ弱一可測な製一億
 関数全体からなるフォン・ノイマン代数Loo(Ω。,μ,製)と*一同型になる。vonNeumam
 と境によって考えられたLOO一型の還元論は測度論での結果から必然的に可分の条件を含むことに
 な・る。たとえば,作用素の積の定義においても,与えられた二つの作用素に零集合が関係するの
 で,代数を考える場合には多くの不都合が生ずる。この点から,可分の条件をつけないで還元論
 を深く研究することが必要となる。本論文は3章からなっている。第1章では還元論を進める上
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 で重要な役割をもっているフォン・ノイマン代数の準同型写像について考察する。第2章では,
 積分分解を線型汎関数の積分表現によって考察することと,モジュール準同型写像の理論と還元
 論によって非可換積分論について一考察を与える。第3章では連続還元論について研究をする。
 〔第1章〕還元論で重要な役割を演ずるフォン・ノイマン代数の準同型写像を考察する。還元
 論に現われるフォン・ノイマγ代数の場(fleld)での各フアイ・一(摂bre)がフォン・ノイ
 マン代数の商代数(quotientaigebra)と密接な関係がある。すなわち,代数の商代数をフ
 ァイバーとして考えるか,またはそのσ一弱閉包(σ一weakdOSUre)をファイバーとして考
 えるかということである。このことから,次の問題が必然的に起こる。フォン・ノイマγ代数勲
 でのノルム位相で閉じている両側イデアルダに対して商代数製∠ンはフォン・ノイマン代数に
 なるかということである。餌。タがC*一代数であることは1941年Calklnによって示され
 た。フオγ・ノイマン代数になるかという問題に対して,有限型(f玉nitetype)のフォγ・
 ノイマン代数の場合,1962年境は極大イデアルによる商代数は蒋限型の因子になることを示
 した。さらに,1971年竹崎とVesterstrpmは境の結果の拡張である別々の結果を与えた。
 非有限型のフォン・ノイマン代数に対してはこの問題の解答は与えられていなかった。しかし,
 本章で示すことから,非有限型のフオソ・ノイマン代数に関しては有限型の場合と同様な結果は
 期待出来ないことがわかる。
 定理.真性無限(properly沁f熟ite)で,可分な前共役空間(predualspace)をも
 つフオソ・ノイマγ代数から任意のフォン・ノイマン代数上への準同型写像はσ一弱連続
 (σ一weakiycontlnuo琶s)である。
 この定理は中心が有限次元でない非有限なフオソ・ノイマγ代数に対して商代数の多くはフオ
 ソ・ノイマン代数にならないことを示している。
 〔第2章〕vonNeumannによる積分分解の応用として,可分の条件を考えないで正規ステー
 ト(normalstatelを因子ステート(factorstate)に積分分解することが考えられる。
 第1章で述べた有限型の場合における境の結果は正規トレース(nor鶏a玉trace〉の積分分解と
 深いっながりがある。これから,一般のフオソ・ノイマン代数上の正規ステートが因子ステート
 に積分分解されるかという問題が起って来る。この問題に対して,}型のフォン・ノイマン代数
 上の正規ステートのうちである類に含まれるものに対してそれが可能であることが示される。
 定理.以を1型のフオγ・ノイマン代数,δを鎖の中心とする。ψを以上の可約(reduc一
 玉ble)な正規ステートとすると,ψはδのスペクトル空間Ω上で次のように積分分解される。
 すべてのa∈鎖に対して,
 ψ(a)㌔ψ砂(a)dv(の)
 であって次の性質が満たされた。
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 (1)レは㌍を3に制限して得られるラドン測度(RadonmeaSUre)である。
 (のレの台(supporのでの疎集合を除いて卿は園子ステートである。
 次に,フォγ。・ノイマン代数での商代数の場を考えることによって非可換積分論での共役空間
 についての結果を述べる。フォン・ノイマン代数の商代数はC*一代数であるが第1章の結果か
 ら,かならずしもフォン・ノイマン代数とはならない。従って,商代数から生成されるフォン・
 ノイマン代数が因子となるものが興味あるものである。1型のフォン・ノイマン代数以の中心乙
は
 のスペクトル空聞をΩとしたとき,各ω∈Ωに対して/.ぎZia圭,;al∈製,Zi∈3かつZi・⑫)
 i亡玉
 鳳σ}のノルム閉包をダω志すると,ダのは鎖でのノルム位相で閉じている両側イデアルであり,
 敵数物のは鹸な既約表現をもつ・さらに以9a-aゆ)ε%を標輔(ca…ical
 mapp沁g〉とすると,関数ω→ a(酬1はΩ上の連続関数となる。以上のことと,非可換な代
 数ではトレースが可換の場合での積分の役割を演ずることを考えて,製での可換射影(abeiねn
 projection〉から生成される閉両側イデアルC60(鎖)において,積分論におけるLp一空聞に
 対応する類Cp(以)が構成される。しかも,C1(～顔から8へのモジュール準同型写像であるト
 レースを定義することによって類Cp(以)悶での共役をモジュール準同型写像の意味で考えると,
 吉瑞一1とな醸qに対図C調)の共役空聞はCq(魁)になることが承される・
 〔第3章〕この章ではフォン・ノイマン代数の連続還元論を扱う。還元論の研究において,フ
 ォン・ノイマン代数とヒルベルト空間に対する可分の条件は積分分解の場合,測度論での零集合
 の扱いが溺難な問題である。これを解消するために連続還元論が有効なものとなる。最初に,
 1952年kaplanskyによって導入されたAW*一モジ訟一ルを再構成することによって,ヒル
 ベルト空間の連続場を構成する。それによって連続還元論の立場から,可換の場合のGel{and
 表現が非可換なフォン・ノイマン代数に拡張される。特に,フォン・ノイマン代数が1型の場合
 は各ファイバーは概約なC*一代数となる。ヒルベルト空聞の連続場については多くの研究表の
 結果があるが,それらはノルム位相によっているものであってC*～代数に関しては有効である
 が,フォン・ノイマン代数ではσ一弱位相を基礎としていることから余り効果があるものとは思
 われない。そこで,σ一弱位相の性質を考えることによって,AW*一モジュールの再構成とな
 るヒルベルト空聞の連続場を与える。これによって,可換の場合のGelfand表現が非可換なフ
 ォン・ノイマン代数に拡張される。Ωを超ストーγ空間,謁=CF(Ω,護@))をΩ上のヒルベル
 ト空間の連続場とする。■罵C⑨としたとき,濯上の有界な運一モジュール準同型写像全体の集
 合をB(均とすると,茎3(紛の元Aに対して,A(ω)∈B(護⑫)),ω→llA(ω)llは有界,かつ,任意の
 ξ二/ξ@)1},η瓢{η⑫)}C∬に対して側→(A(切ξ(ω)qη@))が連続となる作用素の場{A
 @〉}が存在して,Aと{A@)}は同一視される。逆に,上の性質をもつ場{A⑫)}はB伊)の元と
 して考えられる。以をB◎のでの辺幅モジエールなフォン・ノイマγ代数とすると,以⑫)±{A@)
 :A士{A⑫)}ε魁}とおくと鱗@)はB(誕@)〉でのC*一代数となる。しかし,第1章の結果
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 から・ωがΩで弧蛸でなV'限塑@〉はフ群'ノイ.了然数にはな強い・従っ鴎製酪フ
 丁バーがフォン・ノイマン代数≧なるものの連続場で表やすには,籔⑫)のσ一弱閉包!σ一weak
レ
 closure)製@)をファイバーとして考えなければならない。これに対して,次の定理が示される。
 定理.以をフォン・ノイマン代数,躍±C⑨を製の中心とする。そのとき,Ω上のヒルベル
 ト空聞の連続場4讐CF(Ω,泌@))が存在して,製はフォン・ノイマン代数の連続場C(Ω,
ボ
 、製⑥と*嘱型となる・特に,魁が哩の時,製⑥一B(岬)となる・.
 上に与えたヒルベルト空間の連続場から,モジュール準同型写像としての非有界作用素の還元
 論が展開される。これは,1964年Nussbaumがvo幕Neumannの直積分分解によって得ら
 れるヒルベルト空間での非有界作用素に対して得た還元論の拡張である。護=CF(Ω,ズ@))で
 のS一閉な非有界なC(◎一モジュール準同型写像Aは誕@)上の閉作用素A@)の連続場{A@)}に
 よって表現される。これから,Aの極分解A;VlA!を与える。さらに,B属)でのフォン・ノ
 イマン代数製に対してAη以となる必要十分条件はすべてのωεΩに対してA@)η製@)であるこ
 とが示される。
 今まで考えて来たヒルベルト空間の連続場を連続な一定場について考えると,ファイバ～と
 なるヒルベルト空間が有限次元であることが必要となる。従って,別の条件を考えることによっ
 て連続な一定場を考えなければならない。Kをヒノレベルト空間,Ωを超ストーン空間とする。Ω
 上の連続なK一値関数全体の集合F=C(Ω,K)に関して弱連続なベクトル場ξ漏{ξ⑫)}全
 体の集合認驚WF(Ω,K)をΩ上のFに関するヒルベルト空聞Kの弱連続な一定場と呼ぶ。AW*
 一モジュールの再構成としての連続場の2元ξコ{ξ@)},η=1η@)}に対して,関数の→
 (ξ(ω)1η⑥)は連続であるが,泌=WF(Ω,K)に対しては,ξ,ηの少なくとも一方がFの
 元でなければ連続は保証されない。従って,4鳳WF(Ω,K)はAW靴モジ証一ルにはならない。
 しかしながら,超ストーン空間では第1類集合と疎集合が同じであることと,連続な一定場とい
 うことから,AW*一モジュールでの性質がπ=WF(Ω,K)でもほとんど成立することがわかる。
 泌竺WF(Ω,K)上の菊界なC◎一モジュール準同型写像全体の集合をBOΦとする。そのとき,B
 衡)はC(◎を中心とする1型のフォン・ノイマン代数となる。これから,フォン・ノイマン代数の
 連続な一定場を考える。この問題について,今までC*一代数について次の形のものが考えられて
 来た。顕をC*一代数としたとき,Ω上の2ト値連続関数全体からなるC牢一代数C(Ω,以)を馴
 の連続な一定場として多く議論されてきた。この場合の積は点ごとの積で定義されている。しか
 し,これは第1章の結果からフォン・ノイマン代数に対しては適用されない。そこで1フォン・
 ノイマγ代数には別の表現を考えなければならない。これについては,今までに,バナッハ空間
 としては表現されるが,積については良い定義は見つけられていない。これを解消する結果を示
 すのに次の考えをもつ。弱連続な一定場ズ瓢WF(Ω,K)を利用し,作用素の弱連続場がBOのの
 元として表現されることを示す。これによって,作用素の場の積をBOのの積によって定義する。
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 そのとき,フォン・ノイマン代数の連続な一定場が得られる。さらに,これによってフォン・ノ
 イマン代数に可分の条件がなくて,境の結果を考えることが出来る。これらは次の定理の形で示
 される。
 定理.製はK上の有罪作用素からなるフォγ・ノイマン代数,凝霜C(Ω)は可換なフオγ・ノ
 イマン代数である。作馬素の弱連続な場AコlA(ω)}ですべてのωεΩに対してA(切∈勲と
 なるAの全体をW(Ω,K,製)とすると,W(Ω,K,鎖)はBGのでのフォン・ノイマン代数で
 ある。
 さらに,勉と遜のテンソル積製⑭オはW(Ω,K,魁)と*一同型となる。
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 論文審査の結果の要旨
 ヒルベルト空聞上のフォン・ノイマン代数の構造理論を展開するのに,この代数を因子に分解
 してそれらの構造研究に帰着させようというのが本論文で扱う還元論の目標である。従来の多く
 の研究は本質的には測度論に立脚しているためヒルベルト空聞およびその上に作用するフォン・
 ノイマン代数の可分性が不可欠の要因になっており,これが三環元論における一つの障害となって
 いる。著蒋は可換C*一代数のゲルファγト表現と可換フオγ・ノイマγ代数のLoo型表現の理論
 を非可換の場合にまで拡張してヒルベル空間とフォン・ノイマン代数の連続場の理論を構成し,
 これによって可分性の仮定を除いて還元論を展開することに成功している。
 第i章では還元論に重要な役割をもつフォン・ノイマン代数の準同型写像の連続性を研究して
 いる。これはフォン・ノイマン代数の一様閉両側イデアルによる商代数がまたフォン・ノイマン
 代数かという問題と深い関連がある。これは有限型の場合は成立するという結果が知られている
 が著者は非有限型の場合は必ずしも成立しないことを示した。実際これは次の定理の応用である
 :可分な前共役空間をもつ真性無限なフォン・ノイマン代数から他のフォン・ノイマン代数への
 準同型写像はシグマ弱連続である。
 第2章において著者はある種の正規汎函数を因子ステートに積分分解することを研究し非可換
 積分論についての考察をしている。代表的な結果としては,1型フォン・ノイマン代数の場合の
 積分分解が得られている。さらに商代数を用いることによってこの場合の非可換積分を示してい
 る。即ち通常の積分論におけるLP空間に対応してCp類を構成しこれに対して共役空聞の決定を
 しているがこれはフオソ・ノイマγの積分分解の理論の応用としても注目すべき結果である。
 第3章はフオγ・ノイマン代数の連続還元論の研究である。Kaplanskyによって定義された
 AW*モジュールをヒルベルト空間の連続場として再構成することをまず論じている。連続還元論
 の立場から,可換な場合のC*代数のゲルフアント表現を非可換なフォン・ノイマン代数の場合に
 拡張した結果は興味深いものがある。その他これを基にしたいくつかの結果はいずれも従来の対
 応する結果の拡張になっており,著者のこの手法がフオγ・ノイマy代数の還元論の研究におい
 て極めて有効であることを示している。従来の砺究が多くはノルム位相によっていたがここで導
 入されたシグマ弱位相が将来の還元論研究の一方向を示唆していると考えられる。
 以上のごとく本論文はフォン・ノイマン代数の還元論の分野において著しい貢献をなしたもの
 であり,理学博士の学位論文として合格であると認める。
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